Fukasz Mazurek, ul. Nietrzebki 22/35, 96-300 Zyrardéw, klasa II b
XIV LO im. Stanistawa Staszica, ul. Nowowiejska 37a, 02-010 Warszawa

Zadanie 1.

22 +2yz+ 5 = 2
vi+ 22045y = 2
2242y +52 = 2

Zauwazmy, ze uklad réwnan jest symetryczny wzgledem zmiennych z,y, z. Odejmijmy
parami réwnania stronami:

(x—y)(z+y—22+5)=0
(y—2)y+2z—2x+5)=0
(z—x)(z4+x—2y+5)=0

Przypusémy, ze zachodzi
(x+y—2245)=0
(y+2z—2x+5)=0
(z+2—-2y+5)=0

Dodajac réwnania stronami otrzymamy 15 = 0, czyli sprzeczno$¢. Zatem przynajmniej
dwie sposrdd liczb z,y, z sg réwne. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze y = z. Stad:

(z—y)(x—y+5)=0

Czyliy = x lub y = z+5. W pierwszym przypadku nasze poczatkowe rownanie przyjmuje
postac
322 + 51 =2

A zatem x = =2 lub x = % W drugim przypadku
32 + 252 +48 =0

Czyli x = —? lub z = —3. Biorac pod uwage symetrie uktadu, pozostaje sprawdzi¢, ze
uktad spetniaja tréjki liczb:
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Zadanie 2. Przypusémy, ze k > m. Wowczas
<k +4m < K+ 4k < k* + 4k +4 = (k +2)

Stad k*+4m = (k+1)?, a zatem réznica dwoch kolejnych kwadratow jest liczba parzysta,
co prowadzi do sprzecznosci. Musi zatem by¢ k < m. Wowcezas

m? <m?+5k <m?+6m+9=(m+3)?

Mozliwe sg wiec dwa przypadki:
1) m? 4+ 5k = (m + 1)%. Wéwcezas 4m = 10k — 2. Stad mamy

k> < k> +4m =k>+ 10k — 2 < (k +5)*
Jako, ze dwa kolejne kwadraty nie réznia si¢ o liczbe parzysta, k* + 4m = (k + 2)? lub
k% +4m = (k + 4)%. W pierwszym przypadku k = 1, m = 2, a w drugim k = 9, m = 22.
2) m? + 5k = (m + 2)2. Wowczas 4m = 5k — 4. Stad mamy
< kK +4m =k 4+ 5k — 4 < (k + 3)?

Jako, ze dwa kolejne kwadraty nie réznig si¢ o liczbe parzysta, k* + 4m = (k + 2)%, a
zatem k=8, m = 9.
Odp. Liczby k? 4+ 4m i m? + 5k sa kwadratami dla (k,m) € {(1,2),(8,9),(9,22)} .
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Zadanie 3. Oznaczmy przez A', B',C’, D' rzuty prostokatne punktéw A, B,C, D na
prosta MN. DN = BN, wiec ANDD' = ANBDB’, a zatem DD’ = BB’. Analogicznie
AMCC = AMAA’, wiec CC" = AA’. Trapez prostokatny (krzyzowy lub nie) jest jedno-
znacznie wyznaczony przez dtugosci obu podstaw i ramienia niebedacego wysokoscia, tak
samo jak jednoznacznie wyznaczony jest trojkat prostokatny o danej przeciwprostokatne;j
i jednej z przysprostokatnych (w naszym przypadku sumie lub réznicy podstaw trapezu).
Tak wiec czworokaty CC'D’'D i AA'B'B sg przystajace, a zatem C' D' = A’ B’. Przesunmy
odcinek B'D' o wektor B'A’. Jego érodek (punkt NNV) przejdzie na srodek odcinka A'CY,
czyli punkt M. Stad wniosek, ze

NM =D'C'=B'A
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Zadanie 4. Przez dobry ciag rozumieé¢ bedziemy taki ciag (cq,co,...,c,), gdzie ¢; €
{0,1,2,...,9}, ze w kazdej tréjce kolejnych wyrazéw sa co najmniej dwa wyrazy réwne.
Niech f,, bedzie szukang liczbg dobrych ciagéw o dlugosci n. Oznaczmy przez a,, liczbe
dobrych ciagdw o dtugosci n, takich ze ¢, 1 = ¢,, a przez b, liczbe dobrych ciagéow o
dtugosci n, takich ze ¢, 1 # ¢,. Wowczas dla kazdego n zachodzi:

fn:an+bn (1)

Gdy dobry ciag o dtugosci n konczy sie dwoma rownymi wyrazami, to dopisujac na
koncu dowolng z 10 cyfr otrzymamy dobry ciag o dtugosci n + 1. Jezeli natomiast ciag
o dtugosci n konczy si¢ dwoma réznymi wyrazami ¢, i ¢,_1, to aby otrzymaé¢ dobry ciag
o dtugosci n 4+ 1 musimy na koniec ciagu dopisac ¢, lub ¢,. W ten sposéb otrzymamy
wszystkie mozliwe dobre ciagi o dtugosci n + 1, gdyz w kazdym takim ciagu wyrazy c,_1
i ¢, sa rowne albo rézne. Stad wniosek, ze:

fn+1 = 10an + an (2)

Pozostaje jeszcze zauwazy¢ iz dopisujac na koniec n-elementowych dobrych ciagow
jeszcze raz ich ostatni wyraz otrzymamy wszystkie mozliwe dobre ciagi o dwoch ostatnich
wyrazach réwnych. A zatem:

Up41 = fn (3)
bLaczac (1), (2) 1 (3) otrzymujemy:
fn+1:10an+2(fn_an) :8an+2fn:8fn—l+2fn (4>

Policzmy f351 fy. Dobrych ciagéw trojwyrazowych o réwnych dwoch ostatnich wyrazach
jest 100 (wybieramy na 10 sposobéw wyraz ostatni, a potem na 10 sposobéw wyraz
pierwszy), a o réznych dwoch ostatnich wyrazach 180 (wybieramy na 10 sposobéw ostatni
wyraz, potem na 9 sposobéw drugi rézny od trzeciego, a na koncu jeden z dwdch jako
pierwszy wyraz). Stad f3 = 280. Teraz f; = 10a3 + 2bs = 10 - 100 + 2 - 180 = 1360.
Udowodnie przez indukcje, ze wzor

fo=54"+(=2)") (5)
spetnia réwnanie rekurencyjne (4). Dla n = 5:
fs =5 (47 + (=2)°) = 4960 = 85 + 2,
Zatézmy, ze wzor (5) jest poprawny dla wszystkich 5 < n < k. Wowczas

frn = 8fii+2fi=8-5(4"14 (=2 ") +2-5 (4" + (-2)")
= 5(8 4" 2.4k 8. (-2 2. (-2)F)
= 5 (2 WL +92. 4k +2. (_2)k+1 - (_2)k+1) _5 (4k:+1 + (_2)k+1) :

a wiec wzor (5) jest prawdziwy dla n = k + 1, co konczy dowdd indukeyjny.



