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Zadanie 5. Ogznaczmy przez P i () spodki wysokosci z punktéw B i A. Znanym jest
fakt, ze punkty X i Y, odbicia symetryczne ortocentrum H wzgledem bokéw AC i BC
leza na okregu opisanym na tréjkacie ABC' (dowdd dla X opiera sie na réwnosci katow
XCP, XBA i HCA). /XBC = 45°, wiec /XOC jest prosty. Analogicznie /Y OC' jest
prosty, wiec punkty X, K,O,L,Y sa wspolliniowe. Odcinki KH i KX sg symetryczne
wzgledem AC, natomiast odcinki LY i LH sa symetryczne wzgledem BC'. Stad:

OK+KH=0K+KX=0X=0Y=0L+LY =0L+LH
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Zadanie 6. Podstawmy z = 3%/57 Yy = %, z = % Na mocy nieréwnodci ciggdéw jedno-
monotonicznych
2 2 2 3 ,..3 . .3 11 1
ry+yz+ze<er+y +z27 = E+E+E .

Na mocy Nieréwnosci Cauchy’ego:
a+ab+abc > 3Va3b2c = 3V abeVa2b
1 < 1 B %y
a+ab+abe  3Vabea®d  3Vabe

Sumujac trzy analogiczne nieréwnosci otrzymujemy:

1 N 1 N 1 <x2y—|—y22—|—22x< 1 (1 1 1)
a+ab+abc  b+bc+bca  c+ca+cab 35 abe \S\S/ch a b ¢
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Zadanie 7. Punkt @ lezy na dwusiecznej kata ABC', wiec QR = Q.S, gdzie S jest $rod-
kiem odcinka BC. Odbijmy czworoscian symetrycznie wzgledem punktu (). Czworokat
SCS'C" jest réwnoleglobokiem, wiec réwniez czworokat BSS'C” jest réwnoleglobokiem.
Stad

BC' =SS =2QS =2QR

CD = C'P, wiec trojkat BC'P zbudowany jest z odcinkéw o dlugoéciach BP, C'D oraz
2QR.
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Zadanie 8.

Lemat Z, = {0,1,2,3,...,p — 1} tworzy cialo. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie
modulo p jest oczywiscie dobrze okreslone. Pozostaje wiec udowodni¢ jednoznacznos$é
dzielenia — dla dowolnych liczb a, b # 0 istnieje dokladnie jedna liczba q , taka ze bg = a
(mod p).

Dowéd  Przypusémy, ze dla pewnych ¢ # r, a i b ze zbioru Z,—{0} zachodzi gb = rb = a
(mod p). Wowcezas b(q —r) =0 (mod p), czyli p|(q — r). Jednak g — r < p, wiec ¢ = r.
Dla kazdych ¢; # ¢» (mod p) zachodzi bg; # bge, wiec dla dowolnego b € Z, liczby
b,2b,...,(p—1)b daja rozne reszty z dzielenia przez p. Réznych reszt jest p — 1, wiec dla
kazdej reszty a istnieje liczba ¢;, taka ze bg; = @ (mod p), co konczy dowdd lematu.

Udowodnig, ze ciag 1 = 1, x, = "7 dla n > 1 spelnia warunki zadania. Symbol
dzielenia oznacza tu oczywiscie dzielenie w ciele Z,, ktore, jak udowodnilismy, jest jedno-
znaczne. Wowczas clag Ty, 1&g, T12223, ..., T1Ts ... Tpq to clag (1,2,3,...,p — 1), wiec
oczywiscie jego wyrazy daja rézne reszty z dzielenia przez p. Przypus$émy, ze x, = x; dla
pewnych a # b. Wowczas

a B b
a—1  b—1
ab—a = ab—0»b
a = b,
a zatem wyrazy ciagu z, sa parami rézne, wiec ciag (z1,2,...,2,—1) jest permutacja

zbioru {1,2,...,p — 1}.



