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Zadanie 9. Przypusémy, ze istnieja rézne liczby naturalne m,n, dla ktérych F(m) =
F(n). Niech m = p{'p§* -+, n = p{'py* - -+, F(m) = pi'ps*--- 1 F(n) = p{'p}* - --, gdzie
D1, P2, - - - sa kolejnymi liczbami pierwszymi. Wyktadnik z; jest suma poteg przy p; wszyst-

kich dzielnikéw liczby m. Dla kazdego j € [0, ay| dzielnikéw liczby m o wspélezynniku j

przy p; jest
H(Oék + 1),

ki

zatem

(5 a;(o; + 1 Q;
=2 (j H<O‘k+1)) = (H ap + 1 ) Zﬂ = (H Oék+1)) (2) = 5H(ak+1).

J=0 \ k#i ki j=0 ki A
Analogicznie

Yi 521—[ (Br+1
k
Jednak x; = y;, wiec
o TLB+D)

B Iilar+1)
gdzie \ jest pewna stala niezalezna od i. Zatem V;o; = AG;. Gdy A > 1 F(m) > F(n),
gdy A <1 F(m) < F(n), zatem A = 1, wiec m = n. Stad wniosek, Ze nie istniejg rézne
liczby m, n spetiajace warunki zadania.
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Zadanie 10. /QRP =90°—-/BRP = /RBP = /ABC'. Analogicznie /RQP = /BAC,
/CAB = /STU i /ABC = /TUS. Zatem NCAB ~ APQR ~ ASTU.

Przez D oznaczmy spodek wysokosci z punktu C'. Niech E i F' beda takimi punktami,
ze NANCDE ~ ADCF ~ ANABC. CD1AB, wiec DE1LBC i DF 1 AC. Zatem prosta BC'
zawiera wysoko$c¢ trojkata DEC, a prosta AC' zawiera wysokosé trojkata D F'C'. Oznaczmy
przez K i L ortocentra trojkatow DFC i DEC. Niech G bedzie punktem przecigcia z
prosta AB prostej réwnolegtej do AC' przechodzacej przez F', a H punktem przeciecia z
prosta AB prostej réwnolegtej do BC' przechodzacej przez E. Trojkaty CDE i DCF sg
przystajace, wiec FK = LE. LEHB i KAGF sa rownolegtobokami, a zatem GA = BH.
Trojkat PQR jest obrazem tréjkata EC'D w jednoktadnosci o Srodku A i skali ﬁ—g. Trojkat
STU jest obrazem trojkata F'DC w jednoktadnosci o srodku B i skali g—l‘i. Jednak

AP AB BA BS
AE AH BG BF’

wiec APQR = ASTU.
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Zadanie 11. Rozpatrzmy dwa przypadki:

1) n = 1. Z warunkéw zadania otrzymujemy nier6wno$¢ x, > x1 > x5 > ro. Oznacza
to, ze gdy wybierzemy liczbe x5 sposrod {1,2,3,4,5} (co mozemy wykonaé na 5 sposo-
béw) to istnieje tylko jedna permutacja pozostatych 4 wyrazéw spehiajaca te nieréwnosé.
6n — 1

Zatem, dla n = 1 istnieje 5 = < 3 — 2

) permutacji ciagu (1,2, 3,4, 5) spetniajacych wa-

runki zadania.

2) n > 1. Stwérzmy graf skierowany o wierzchotkach 1,2,...,6n — 1. Krawedz (i, j)
poprowadzimy w nim wtedy i tylko wtedy, gdy warunki zadania bezposrednio wymuszaja
nier6wnos¢ z; > x; (wiec gdy ¢ —j = 2n+ 1 lub j — ¢ = 4n). Ponadto nadajmy kazdej
krawedzi wage réwng modutowi roznicy numeréow wierzchotkow, ktore taczy. Wierzchotki
2n,2n + 1,4n — 1, 4n zasluguja na uwage, poniewaz kazdy z nich jest incydentny z tylko
jedna krawedzia i ma ona wage 2n+ 1. Z wierzchotkow 4n —1 i 4n krawedz wychodzi, a do
wierzchotkéw 2n i 2n + 1 krawedz wchodzi. Pozostale wierzchotki podzielmy na 3 zbiory:
A={1,2,....,2n—1}, B={2n+2,2n+3,...,4n—-2}iC ={dn+1,4n+2,...,6n—1}.
7 kazdego wierzchotka ze zbioru A wychodzi jedna krawedz o wadze 4n, a wchodzi don
jedna krawedz o wadze 2n+-1. Z kazdego wierzchotka ze zbioru B wychodzi jedna krawedz
o wadze 2n + 1, a wchodzi don jedna krawedzZ o wadze 2n + 1. Z kazdego wierzchotka ze
zbioru C' wychodzi jedna krawedz o wadze 2n + 1, a wchodzi don jedna krawedz o wadze
4n. Wynika stad, ze w grafie istnieje Sciezka z 4n — 1 do jednego wierzchotka sposrod
{2n,2n + 1} i istnieje Sciezka z 4n do drugiego wierzchotka sposréd {2n,2n + 1}.

Przyjrzyjmy sie jak wygladaja te $ciezki:

dn—1,2n—2,6n—2,4n —3,2n—4,...,4n — (2k — 1),2n — 2k,6n — 2k,...,2n+ 1
dn,2n —1,6n — 1,4n —2,2n —3,...,4n — 2k, 2n — (2k + 1),6n — (2k+1),...,2n

Pierwsza z nich przebiega kolejno po wszystkich wierzchotkach o numerach parzystych
ze zbiorow A i C oraz po wszystkich wierzchotkach o numerach nieparzystych ze zbioru B.
Dlatego skonczy sie ona w wierzchotku o numerze 2n + 1. Z kolei druga z nich przebiega
kolejno po wszystkich wierzchotkach o numerach nieparzystych ze zbioréw A i C' oraz po
wszystkich wierzchotkach o numerach parzystych ze zbioru B. Dlatego skonczy sie ona
w wierzchotku o numerze 2n. Sciezki te przechodza razem przez wszystkie wierzcholki
naszego grafu, przez kazdy doktadnie jeden raz. Pierwsza z nich ma dlugos¢ 3n — 2, a
druga 3n + 1. Zachodza zatem dwie nieréwnosci:

Tan—1 > Toan—2 > Ten—2 > -- - > Tant1

Tan > Ton—1 > Ten—1 > - .. > Lop

Wystepuja w niej wszystkie liczby xq, xs, ..., r¢,—1, kazda doktadnie raz. Zatem wybie-

rajac ze zbioru {z1,xs, ..., Ten_1} 3n — 2 tych ktére wystepuja w pierwszej nieréwnosci,

otrzymujemy w sposéb jednoznaczny ich uporzadkowanie, jak réwniez uporzadkowanie po-

zostatych wyrazéw (dzieki drugiej nieréwnosci). Kazdemu wyborowi tych 3n — 2 wyrazéw

odpowiada inna permutacja ciggu x;, wiec wszystkich permutacji ciagu x; spetiajacych
6n — 1

ki zadania jest .
warunki zadania jest { o
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Zadanie 12. Dowdd przez indukcje wzgledem n, stopnia wielomianu W (z) z krokiem 2.
Sprawdzmy baze indukcji dla n = 01 n = 1. Dowdd, ze z prawdziwosci tezy dla n wynika
prawdziwos¢ tezy dla n 4 2 zakonczy zadanie.

1) Dlan = 0 W(z) = ¢, gdzie c jest pewna dodatnia stata. P(z) = \/cim = 0
spetniaja teze.

Dlan =1 W(z) = cx + d, gdzie ¢ i d sa pewnymi stalymi. Na przedziale (a,b)
W{(z) > 0, zatem istnieje wklesta parabola przecinajaca o$ odcigtych w punktach a i b
styczna do prostej W (z). Parabola ta ma réwnanie G(z) = A(x — a)(b — z), przy czym
A > 0. Funkcja S(z) = W(x) — G(x) jest wypukta funkcja kwadratowa o podwdjnym
pierwiastku na przedziale (a,b) (w punkcie stycznosci wykreséow funkcji W(z) i G(x)).
Zatem S(z) jest kwadratem pewnego wielomianu liniowego P(x). Tak wiec

W(z) = S(x) + G(z) = (P(2))* + (x — a)(b — ) (VX) .

2) Zalozenie indukcyjne: Wszystkie wielomiany dodatnie na przedziale (a,b) o
stopniu nie wigkszym niz n daja sie zapisa¢ jako (P(z))? + (z — a)(b — x) X1 (Qq())?,
gdzie P(z) i Q1(z), Q2(x), ... sa pewnymi wielomianami.

Teza indukcyjna: Wszystkie wielomiany dodatnie na przedziale (a,b) o stopniu nie
wiekszym niz n+ 2 daja sie zapisa¢ jako (P(z))*+ (z —a)(b—z) =" (Qi())?, gdzie P(z)
i Q1(x),Q2(x),. .. sa pewnymi wielomianami.

Dowéd kroku indukcyjnego: Rozpatrzmy dowolny wielomian stopnia n + 2 do-
datni na przedziale (a,b). Niech G(x) = Az — a)(b — x), przy czym A > 0. Wykres
G(z)jest wklesta parabola przecinajaca o$ odcietych w punktach a, i b. Dla dostatecznie
matych A\ na przedziale (a,b) wykres G(x) lezy ponizej wykresu W (z). Dla dostatecz-
nie duzych A wykres G(z) przecina wykres W (z) na przedziale (a,b). A mozemy zmie-
nia¢ w sposéb ciagly, wiec istnieje takie A, ze wykresy G(z) i W (x) sa styczne, ale nie
przecinaja si¢ na przedziale (a,b). Wéwcezas na przedziale (a,b) W(z) > G(x), zatem
S(z) = W(z) — G(x) > 0 i wszystkie pierwiastki S(x) na przedziale (a,b) maja parzy-
sta krotnoé¢. Mozemy wiec przedstawi¢ S(z) jako (v — x1)*(z — x9)% -+ (v — x3)*T(2),
gdzie T'(x) > 0 na przedziale (a,b). T'(z) jest wielomianem stopnia nie wiekszego niz n,
wiec na mocy zalozenia indukcyjnego istnieja takie wielomiany P(x) i Q1(x), Q2(x),. . .,
ze T(x) = (P(x))? + (z —a)(b—2) X", (Qs(2))%. Zatem:

W(z) = S(z)+G(z) =[](& —2:)°T(z) + Az —a)(b—z)
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co konczy dowod indukeyjny.



